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1. UVOD

U matematici ima viSe vrsta transformacija funkcija: Fourierova, Laplaceova, Poissonova,
Mellinova itd. Zajednic¢ko im je da se definiraju pomocu integrala pa se zovu i integralne
transformacije, a nastale su iz dubokih matematickih i prakti¢nih razloga.

Uz druge vazne primjene, Laplaceova transformacija ima i primjenu u rjeSavanju linearnih
diferencijalnih jednadzba.

Laplaceova transformacija je metoda rjeSavanja linearnih diferencijalnih jednadzbi.

Metoda se sastoji od tri koraka. U prvom koraku diferencijalna jednadZzba se transformira u
algebarsku jednadzbu. Tako dobivena jednadzba se rijesi, a u trecem koraku se rjeSenje
transformira u trazeno rjeSenje originalne diferencijalne jednadzbe.

Pomocu Laplaceove transformacije racunski postupci se svode na algebarske, mogu se
prikladno svrstati, upotreba transformacijskih tablica skracuje rad, grani¢ni i pocetni uvjeti se
ukljucuju sami po sebi, dobivaju se istodobno rjesenja za prijelazna i stacionarna stanja, a
lako se rjeSavaju i slucajevi s diskontinuiranim ulazima.

Klasican pristup rjeSavanja linearnih diferencijalnih jednadzbi s konstantnim

koeficijentima ukljucuje tri koraka: odredivanje opéeg rjesSenja, odredivanje posebnog
rjeSenja, odredivanje konstanta integracije iz pocetnih uvjeta. Sto je red jednadzbe visi to
takav postupak rjeSavanja postaje teZi. Naprotiv uz pomo¢ Laplaceove transformacije
preslikavaju se veli¢ine koje su funkcije vremena t, u nove veli€ine koje su funkcije
kompleksne varijable s =6 + i® i na taj nacin se stvarnoj funkciji f(t) pridruZuje odgovarajuca
funkcija F(s) kao njena slika. Zadatak se iz realnog podrucja prenosi u matematicki izvedeno
Laplaceovo podrucje u kojem pojedine raCunske operacije iz realnog podrucja poprimaju
jednostavan oblik, pa zadatak postaje prikladniji za istraZivanje i lakSe se dolazi do njegovog
rjesenja.

Laplaceova transformacija vrijedi samo za kontinuirane funkcije, tocnije za po

dijelovima neprekinute funkcije. Kod diskretnih zapisa imamo z- transformaciju. Njezina
vaznost se javlja pri analizi diskretnih sustava, koji su uz danasnju primjenu racunala vrlo

Cesti.

PIERRE SIMON DE LAPLACE (1749-1827), veliki francuski matematicar i fizicar, jedan od
utemeljitelja metrickog sustava, bavio se teorijom potencijala i matemati¢kom statistikom.

Dokazao stabilnost sunfevog sustava.



2. LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA I INVERZNA LAPLACEOVA
TRANSFORMACIJA

Laplaceova transformacija je integralna transformacija koja je tijesno povezana s
Fourierovom i ima analogna svojstva. Pomocu Laplaceove transformacije veli¢ine koje su
funkcije vremena ¢ preslikavaju se u nove veli¢ine koje su funkcije kompleksne varijable,
§=0 + i® i na taj se nacin stvarnoj funkciji f(t) pridruzuje odgovarajuca funkcija F(s) kao
njena slika. Zadatak se iz realnog podrucja (¢-domena) prenosi u matematicki izvedeno

Laplaceovo podrucje (s-domena) ( slika 1.).

F(s)= L} f(1)

—>
A1)
—
f() =L F(s)]

I
-domena s-domena

Slika 1. Laplaceova transformacija
Neka je f(t) dana funkcija koja je definirana za sve pozitivne vrijednosti od t . MnoZenjem

funkcije f(t) sae™ iintegriranjem s granicama od nula do beskonac¢nosti. Ako dobiveni

integral postoji onda je to funkcija od s i piSemo F(s) :

F(s) = j:e f()dt

Ta funkcija F(s) zove se Laplaceova transformacija od originalne funkcije f(t) , te ju

zapisujemo kao L(f) .

L(f)(s) = [e™ f(t)dt

Opisana operacija naziva se Laplaceova transformacija.



Nadalje originalna funkcija f(t) zove se inverzna transformacija ili inverzija od F(s) te ju
zapisujemo L'(F) :

fitt) =L (F)

Primjer 1.
Nadimo podrucje konvergencije Laplaceove transformacije ako je:

a) f(t) =1 zat> 0, tada je:
T —st 1 —St | oo
L(H)=L(1)= je di =——e™|5 ;
s
0

dakle, kad je s >0,
L) = —l )
s

b) f(t)=e"zat>01iaje realni broj, tada je:

=

_ | R
L(eat) — .[e sreatdt — (s—a)t . ’
0 a—=>s

kada s—a>0,

L(ear) —
§—a

3. SVOJSTVA LAPLACEOVIH TRANSFORMACIJA
3.1. INVERZNA TRANSFORMACIJA. LINEARNOST.

Funkcija f(t) se moze transformirati ako zadovoljava sljedece uvjete:

a) definirana je i jednoznacna zat > 0

b) po dijelovima je kontinuirana (neprekinuta) unutar svakog kona¢nog intervala) <a<t<b
¢) njen Laplaceov integral mora biti konvergentan

Sljedeci teoremi ¢ine osnovu za Siroku primjenu Laplaceove transformacije.

Teorem 1. Linearno svojstvo

Laplaceova transformacija je linearna transformacija koja je za svaku funkciju f(t) 1 g(t) za

koje postoji Laplaceova transformacija i konstante a i b imamo

L{af(t)+bg(®} =aL(f)+bL(g



Dokaz.

Prema definiciji

Liaf () +bg(} = [ laf (1) + bg () it

T (z)dt+bj e g(t)dt

L(f)+bL(g)

Neke elementarne funkcije f(t) 1 njihove Laplaceove transformacije L( f ) dane su u tablici 1.

Tablica 1.
f(t) L (f) f(t) L)
1 1 1/s 6 e 1
s—a
2 t 1/s 7 cos at s
ST+ w
3 t 21/5° 8 sin @t @
ST+ w
4 t" n!/s™! 9 cosh at s
(n=12...) s*—a’
5 t* T(a+1) 10 sinh at a
(a je + broj) s st —a’

Teorem 2. Teorem o pomaku (First shifting theorem)

Ako je L (f)=F(s) kada je s >a , tada je

L{e'"fit) ) = F(s-a) (s > a+a)

dakle, supstitucija s sa s - a u odgovaraju¢em transformatu i mnoZenjem originalnom

funkcijom s e* .



Dokaz.
Prema definiciji,

=

F(s) = j e f(t)dt

0

1 tada,

o o

Fis) = [ f(oydr = [l fokr = L £ ()

0 0

Primjer 2.

Koriste¢i Teorem 2 na formulama 4, 7 1 8 u Tablici 1 dobivamo sljedece rezultate:

Tablica 2.
f(t) L (f)
e™t" n!
(S _ a)lﬁ-l
e“'cos mt s—a
(s—a)’ +’
e“'sin ot @
(s—a)’ +o°

Za funkciju f (t) kaZemo da je po dijelovima kontinuirana (neprekinuta) na kona¢nom

intervalu a <t <b ako je definirana za takav interval.

Teorem 3. Postojedi teorem

Neka f (t) funkcija koja je po dijelovima kontinuirana za svaki konacni interval gdje je t>0 1
zadovoljava

‘f(l) |[<Me" za sve t>0,

1 za neke konstante a 1 M. Tada Laplaceova transformacija od f (t) postoji za sve s >a .



Dokaz.

Budu¢i da je f(t) po dijelovima kontinuirana, e™* f(t) je integrabilna za svaki konacni interval

natosi,iiz ‘f(t) |<M e slijedi

o

Te_” f@di < [e

0

L(f)

§—a

f(t)|dt < Te_”Me‘”dt = MTe_“_“)’dt M (s>a)
0 0

U slucaju kada dvije funkcije imaju jednaku Laplaceovu transformaciju, one su potpuno

identic¢ne.

3.2. LAPLACEOVE TRANSFORMACIJE DERIVACIJE I INTEGRALA

Sad ¢emo vidjeti da, grubo govore¢i, diferenciranje 1 integriranje funkcije f(t) odgovara
mnoZenju i dijeljenju Laplaceove transformacije F(s)= L( f ) sa s .Velika vaZnost ovog
svojstva Laplaceove transformacije je ocita, jer na taj nacin racunske operacije mogu biti

zamijenjene s jednostavnim algebarskim operacijama.

Teorem 4. Diferenciranje f(t)

Pretpostavimo da je f (t) kontinuirana za sve t > 0 i zadovoljava | f(t) | < Me" za konstante a i
M, i ima derivaciju f '(t) koja je po dijelovima kontinuirana za svaki konaci interval unutar

intervala t > 0. Tada Laplaceova transformacija derivacije f '(t) postoji kad je s >a , i

L(f)= Ls(f)- f0) (s>a)

Dokaz.

Za slucaj kada je derivacija f '(t) kontinuirana za sve t > 0 , parcijalnim integriranjem slijedi:

oo oo

L(f)=[e fwde=le o) +s[e ryar

UvrStavanjem L (f') = s L (f) - f(0) u drugu derivaciju f "(t) dobivamo:



L{")=sL(f')-f'(0)
=s[s L (f)—f0)] -f'(0)
=s"L(f) - 5/(0) —£(0)
Sli¢no dobivamo i tre¢u derivaciju:
L(f™=s"L(f)=5f(0)=s'0)-f"0)

1 ostale.

Teorem 5. Derivacija za bilo koji n

Neka su funkcije f (t) i njezine derivacije f'(t) , f"(t), ..., f (o-1) (t ) kontinuirane funkcije za
sve t >0, i neka derivacija f™(t) koja je po dijelovima kontinuirana za svaki kona¢ni
podinterval unutar intervala t > 0 . Tada Laplaceova transformacija od f ™(t) postoji kada je s

>a, i dana je formulom:

L(f")=s"L()~s""fi0)=s""f(0) - ...t "(0)

Teorem 6. Integriranje f(t)

Ako je funkcija f(t) po dijelovima kontinuirana i zadovoljava nejednakost | f(t) | <Me" za

t>0, tada je:
L {T f(r)df} = lL{f(r)} (s>0, s>a)
0 S

Dokaz.
Pretpostavimo da je f(t) po dijelovima kontinuirana i zadovoljava | f(t) | <Me" zat>0za

konstante a 1 M. Ako pretpostavimo da je a pozitivan tada je integral
g0 =[ f(@dz
0

kontinuiran te dobivamo slijedecu relaciju



t t M
le)| < [|f@)] dr SMJe‘”dfz;(e”—l) (a>0)

g'(t)=f(t), osim u to€kama u kojima je f(t) diskontinuirana.

Dakle g'(t) je po dijelovima kontinuirana za svaki konacni interval te prema Teoremu 4 slijedi

L{fi)}=L{g'(1)}=sL{g1)}-g0) (s>a)

Buduci da je g(0)=0, i slijedi

L (g)%L(f)

10



4. TRANSFORMA CIJA OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

Sada ¢emo vidjeti kako obi¢ne linearne diferencijalne jednadzbe s konstantnim
koeficijentima mogu biti reducirane u algebarske jednadzbe.

Naprimjer, razmatramo jednadZbu

y (t) + 0’y(t)=r(t)

gdje su r(t) i ® zadani.

Primjenjujuci Laplaceovu transformaciju i koristeci

L(f")=s* L ()-sf(0)-f'(0)

dobivamo

s2Y (s)-sy(0)-y'(0)+0” Y (s)=R(s)

gdje je Y(s) Laplaceova transformaacija od funkcije y(t) , i R(s) je Laplaceova transformacij
od r(t). Ovakva algebarska jednadZba naziva se pomo¢na jednadzba od dane diferencijalne
jednadzbe.

Njeno je rjeSenje

(0)+ '), R(s)

Y(s)=
st +w’ st +w’

a

11



5. PARCIJALNI RAZL.OMCI

Za primjene je osobito vaZna inverzna transformacija razlomljene racionalne funkcije s
obzirom na s. Takve funkcije rastavljamo na parcijalne razlomke i onda se prema teoremu o
linearnosti moZemo ograniciti na inverzne transformacije parcijalnih razlomaka. RjeSenje je
tada zbroj svih pojedinih razlomaka preslikanih u realno podrucje.

Opcenito se transformacija F(s) moZze prikazati kao omjer dvaju polinoma G(s) i H(s), koji su

redova m i n, i koji se mogu prikazati padaju¢im redom potencija varijable s:

_G(s) _a,s"+a, s"" +..+as+a,
H(s) s"+b 5" +..+bs+b,

F(s)

am 1 b, su realne konstante, a koeficijent najvise potencije od s u nazivniku moze se izjednaciti
s jedinicom. Uz to pretpstavljamo da je n > m i da je stoga F(s) pravi razlomak.
Jedan od nacina da se nadu parcijalni razlomci funkcije F(s) je pomocu algebarske metode

tzv. Heavisideovog razvoja. Kao konacni oblik dobijemo:

G(s) o, a, a, o, o,
= + + +ot +ot
H(s) s+p, s+pB, s+p, s+ s+,

F(s)=

gdje je H(s) reda n, a b; su suprotne vrijednosti korijena jednadzbe H(s) = 0.

Koeficijenti a; se dobiju pomocu slijede¢eg generaliziranog izraza:

T G(s)
o= Yg{%((s +5) H(S)J

no imamo li poseban slucaj da se korijen B jednadZbe H(s)=0 ponavlja:

G(S) _ am am_l 6‘(l 4

F(s)= = — 4.+ +—
H(s) (s+p)" (s+p)" s+ (s+5)

12



korijeni o; dobiju se na slijedeci naCin:

(s+B)"G(s) _ el
—H(s) =a, +a, (s+p)+.+o,(s+ )

a = lim
" s—>—p

(s+8)"G(s)
H(s)

o - hm( 1 dm* (s+ﬂ)'"G(s)J
s> (m—k)! ds"™* H(s)

Koeficijente a; moZemo dobiti i metodom neodredenih koeficijenata.

Primjer 3. Pronadi inverznu transformaciju od:

G(s) _ s+1
H(s) s’ +s>—6s

Y(s)=

PrikaZimo Y(s) u obliku parcijalnih razlomaka:

s+1 AL A A

Y= =
s(s—2)(s+3) s s—-2 s+3

Nadimo koeficijente:

s(s+1)

- 1 A s+1
s(s—2)(s+3)

3 A s+1

=270 os(s=2)

=TT T +3)

Imamo:

Y(s)=—tp—> 2
65 10(s—2) 15(s+3)

Iz prethodne jednadZbe i prije ve¢ izracunatih koeficijenata dobivamo inverznu
transformaciju:
1 3 5 2

L'(Y)=——+—¢* - —¢
6 10 15

s==3

_2
15

(k=1,2,...,m-1)

13



6. PRIMJENA LAPLACEOVIH TRANSFORMACIJA

Primjer 4. Nadimo rjeSenje linearne diferencijalne jednadzbe:

Y1) - 3y(1) + 2y(t )= 41 + €, y0)=1, y(0)=-1

Prevodenje te jednadzbe u Laplaceovo podrudje:

1
s—3

sSPY(s)—s + 1 —3(sY(s) = 1) + 2Y(s) = i2+
S

Rijesimo to po Y(s) i prikaZimo Y(s) u obliku parcijalnog razlomka:

_G(s) _s'=7s7+13s> +45-12

Y(s)= - 2 2
H(s) s°(s—=3)(s"—3s+2)

A, A B C D
=—+—L+ + +
K} s s—-3 s-2 s-1

Nadimo koeficijente:

G(s)

B 12
P (5=3)(s> —35+2)

s=0 — 6

s=0 T

A1=i G(s)
ds H(s)

_i sV =75 +13s* +45—12
ds| (s-3)(s>=35+2)

G(s)

1
_sz(sz -35+2)

523_2

_G(S)
52 (s=3)(s—2)

s=2 ==

14



G(s) 1

TP (5-3)s-2)7 2
Imamo:
Y(s):%—g+ 2 1
s s 2(s=3) s-=2 2(s-1)

Nakon rjeSenja jednadzbe u Laplaceovom podrucju vrac¢amo se u realno podrucje:

a1 -l l_g 1 - 2 - 1
y(©)=L [Y(S)]—LLz s 2(s-3) s-2 2(3‘1)}

1 1
)=2t+3+—e" —2e* ——¢'
y() 5 5

15



7. OSVRT NA Z-TRANSFORMACIJU

U diskretnim sustavim, umjesto funkcija, javljaju se nizovi. Danas, uz sve vec¢u primjenu
racunala na vaznosti dobivaju vremenski diskretni zapisi. Matematicke tehnike za analizu
takvih diskretnih sustava su jednadzbe diferencija i z-transformacija.

Pretpostavimo da uzorkujemo kontinuiranu varijablu koja je funkcija vremena f(t). Budu¢i da
uzorkovane vrijednosti kontinuirane funkcije f(t) postoje samo u trenutku uzorkovanja, niz

brojeva koji odgovaraju vrijednosti funkcije u vremenu uzorkovanja mozemo zapisati kao:

f(l”l’lTY) _ {g_(t_)_—_ziz:m=0,1,2,...

inace

gdje je T interval uzorkovanja.

Vremenski diskretni zapis kontinuirane funkcije f(t) oznaciti ¢emo s f*(t). Buduci da je
vremenski diskretni zapis f*(t) podskup od kontinuirane funkcije f(t), mozemo primijeniti

Laplaceovu transformaciju na f*(t) :

F(s)= ]o fr (e dr

Buduci f*(t) postoji samo u trenutku uzorkovanja integral moZzemo zamijeniti sa sumom:

Fis)=] 706 "di =3 ful pe "

Uvodimo supstituciju z=e*™ , te dobivamo:

Fis)=3 fmT)e™" =3 fmT,)z™" = F(z)

Dakle, z- transformacija kontinuirane funkcije f(t) uzorkovane s intervalom uzorkovanja T je

definirana sljede¢im izrazom:

ZPH0]=F2)= fnT,)z™

16



Kako je z-transformacija zapravo samo Laplaceova transformacija vremenskog diskretnog
zapisa, kao takva nasljeduje mnoga svojstva Laplaceove transformacije koja su navedena
gore. Tablica z- transformacija se nalazi u prilogu (Prilog 2.).

Preslikavanje s-podrucja u z-podrucje ostvareno je sljede¢im izrazom:
7=

koji preslikava cijelu lijevu stranu s- podrucja u ravninu omedenu jedinicnom kruzZnicom, tzv.
z podrucje.

Kako je z- transformacija beskonacni red potencija, ona postoji samo za one vrijednosti
varijable z za koje red konvergira konacnoj sumi. Podrucje konvergencije z transformacije je

skup svih vrijednosti z za koje F(z) postiZe konacne vrijednost.

Primjer 5. Odredimo z- transformaciju i njezino podrucje konvergencije sljedeceg signala

(F=1):

x(m)

X(m):‘s(m_k)zjto m#k

X(z)= iJ(m—k)z_”’ =1.77* -
m=0

X(z) postoji za sve vrijednosti z osim z=0. Podru¢je konvergencije je cijelo z-podrucje

osim z=0 (Slika 2.).

17
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W

Slika 2. Podrucje konvergencije z-transformacije primjera 5.

Primjer 6. Odredimo z-transformaciju niza:

{f(m)}={1,3,2,0,4,0,0,0}
F@)=3 f(m)z™"

F(z)=1+3z"'+22%+42™

18
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9. PRILOZI

Prilog 1. :

Tablica 3. Z- transformacija

f(n) F(z)
a" Z
z—a
a" ea/z
n!
a"sinPn azsin S
z* —2azcos B+a’
a"cospn z(z—acos f)
z* —2azcos B+a’
na" az
(z—a)’
(n+1)! 4 az’
2(n—1)! Goay
n! 4" a’z
2(n—2)! o)
(n+k—1)!a,, az*
k'(n—1)| (Z_a)k+l
n! 2" a‘z
kl(n—k)! (z—a)"
n°a" az(z+a)
(z—a)’
< z
WAL = F(2)
k=0 z—1
f(n-k) F(z)
Zk
f(n+k)

2F2)- Y f i)z

20




Prilog 2. :

Tablica 4. Laplaceove transformacije

f(t) F(s)
1. 1 1
s
2. C c
S
3. t 1
S
4. t" n!
n+l
5. 1 L
it Vs
6. e™ 1
s+a
7. te™ 1
(s+a)
8. sinat a
s*+a’
9. cosat K
s*+a’
10. r. S
—-sinat -
2a (s ‘v a? )
11. t-cosat st—a’
(s2 +a’ )2
12. e *"sinbt b
(s+ a)2 +b°
13. e-cosbt s+a
(s + a)2 +b?
14. e (1) F(s+a)
15 £(t) sF(s)-f(0)
16. f(t) st(s)—sf(O)— £7(0)
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